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INTRODUCCION

Este texto va dirigido en especial a aquellos estudiantes que no estén
cursando o no hayan cursado las matematicas como asignatura en el
pregrado y quieran obtener los conocimientos basicos de las matemati-
cas financieras modernas; también va dirigido a los profesionales de la
industria financiera que deseen adquirir un conocimiento teérico como
soporte para su desarrollo en la prictica; de igual manera, para enfrentar
el texto que el lector tiene en sus manos debe estar familiarizado con
los conceptos basicos de un curso de probabilidad y estadistica.

Tanto el estudiante como el profesional, al momento de cursar
una primera asignatura de valoracién de derivados, se enfrentan con la
conocida férmula de Black-Scholes. A esta fé6rmula se puede acceder
por varios caminos, y uno de los mds utilizados es mediante el cdlculo
estocastico. En la revisiéon de la literatura se encuentran excelentes
documentos que tratan el tema con un muy buen rigor matematico. Lo
que este libro pretende es dar a conocer los resultados principales de las
matemadticas financieras modernas, sin entrar en las demostraciones,
pero brindando la intuicién necesaria para comprenderlos.

Después de participar en varios cursos de procesos estocdsticos
y valoracién de derivados, e impartir la asignatura de finanzas mate-
maticas en varias universidades en Colombia, he recopilado lo que
podria ser la base, para que el lector comprenda de mejor manera los
temas abordados en un curso mds avanzado de matemadticas finan-
cieras modernas. Este manual también sirve de apoyo para entender
las herramientas empleadas en los articulos publicados en las revistas

[9]



Una introduccién a las Matematicas Financieras Modernas para no matemdticos

académicas y para que los practitioners puedan aproximarse de mads
facilmente a los modelos de valoracién de derivados.

El documento presenta en el capitulo O la introduccién a los
procesos estocdsticos; en el capitulo 1 la introduccién al concepto
de esperanza condicional, que sirve de base para enfocar el tema del
capitulo 2: Martingalas en tiempo discreto; el capitulo 3 introduce un
proceso estocdstico ampliamente utilizado en las finanzas modernas:
el movimiento browniano, y finalmente, el capitulo 4 presenta una in-
troduccién al cilculo estocistico, también denominado cdlculo de Ito.

[10]



CariTuLo 0

PROCESOS ESTOCASTICOS

Introduccién
Un Proceso Estocistico (PE) es un proceso aleatorio que evoluciona
con el tiempo. En otras palabras, es una coleccién de variables aleatorias

X, indexadas por el tiempo.

Tiempo discreto {0, 1, 2, ...}: los enteros no negativos

Tiempo, ¢ >< ‘ ‘ _
Tiempo continuo [0, ): los reales no negativos

Variable, X, ><

La manera de representar un PE es:

Espacio discreto (conjunto finito)

Espacio continuo (numeros reales)

PE: {X,t[] T}
Donde T comprende el espacio de parametros y X, el espacio de estado.
Ejemplos:

— Proceso de Markov: es un PE donde el cambio en 7 no depende de
valores en momentos anteriores a # Un proceso de Markov con 7 dis-
creto se denomina Cadena de Markov.

[11]
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— Martingalas, Proceso de Poisson y Proceso de Wiener (o Movimiento
Browniano).

Propiedad de Markov

En finanzas es comun observar que los precios de acciones generalmente
siguen un proceso de Markov, esto es, el precio futuro de una accién no
se verd afectado por el precio del dia anterior, de una semana atrds, etc.
Lo tnico relevante es el actual. A esta caracteristica se le denomina la
propiedad de Markov, y ella implica que la distribucién de probabilidad
del precio en el futuro no depende de la trayectoria del precio en el
pasado. La propiedad de Markov es consistente con la forma débil de
eficiencia de mercados (para més detalles ver Notas y comentarios al
final de este capitulo).

Formalmente, la propiedad de Markov se representa como:

Pr{a<Xt<b|Xt; =x;,Xt, =x,,...,Xt, =x }=Pr{a<Xt<b | Xt =x_}

A continuacién introduciremos otro concepto importante para finanzas.

Martingalas

Son modelos apropiados para juegos justos, esto es, si un jugador tiene
una cantidad de dinero A en el momento t_,la cantidad promedio en
t ., serd A_sin importar cudl haya sido su riqueza en el pasado. Esto
se denomina la propiedad de Martingala.

Una martingala X es discretasin=1,2,...

Una martingala X es continua si 0 < t < oo,

En el capitulo 2 describiremos la martingala en tiempo discreto.

[12]



Procesos estocasticos

Notas y comentarios

Se dice que un mercado de capitales es eficiente si los precios de las
acciones reflejan completamente la informacién disponible acerca de
tales acciones. Tal mercado se clasifica en tres tipos: 1. Forma débil:
cuando los precios reflejan eficientemente los precios pasados, en otras
palabras, la historia de los cambios en el precio no contiene informacién
acerca de los cambios en el futuro y por tal razén no se podrian hacer
retornos anormales a partir de modelos en los precios de las acciones;
2. Forma semifuerte: cuando los precios reflejan toda la informacién
publicay, por ende, no se pueden obtener retornos anormales a partir de
dicha informacién, y 3. Forma fuerte: cuando los precios reflejan toda la
informacién disponible. Los economistas se refieren por lo general a la
forma débil como un mercado “sin memoria”, o que sigue la propiedad
de Markov. Esta clasificacién de mercados se debe principalmente a
Eugene Fama, quien la expuso en su articulo “The Behavior of Stock
Market Prices” de 1965. Textos de finanzas corporativas como el de
Brealey y Myers (2008) y Ross et al. (2008) explican estos tipos de

eficiencia y brindan buenos ejemplos al respecto.

En este documento trataremos algunos procesos estocdsticos
aplicados a finanzas; sin embargo, el lector interesado en otros procesos
puede consultar los textos de Klebaner (1998), Protter (2003), Brzez-
niak y Zastawniak (1999), Lawler (2006), Resnick (1992), y Baxter y
Rennie (1996), entre otros.

[13]






CariTUuLO 1

ESPERANZA CONDICIONAL

El concepto de esperanza condicional es crucial en el estudio de PE,
en especial para martingalas.

Suponga que Y es una variable aleatoria que mide el resultado
de un experimento. El mejor prondstico de Y es E[Y], la esperanza.

Siuno tiene conocimiento completo del resultado del experimento,
entonces se puede conocer el valor exacto de Y.

La idea de la esperanza condicional es hacer el mejor prondstico
de Y dada alguna (pero no completa) informacién del resultado.

Inicialmente restringimos nuestra atencién a la esperanza con-
dicional de Y con respecto a un conjunto finito de variables aleatorias
X0 X

Comencemos con el concepto de probabilidad condicional me-
diante un ejemplo.

Ejemplo (adaptado de Canavos, 1988)

Suponga que se tienen dos variables aleatorias X, Y que representan el
numero de incumplimientos en los pagos de bonos corporativos del sector

automotriz y financiero respectivamente.

Sea f(x,y) = Pr {X=x, Y=y}

[15]
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La siguiente tabla muestra las probabilidades de los eventos posibles:

Y=1 | Y=2]Y=3|Y-4]| £
X=1 0.01 0.07 0.09 0.03 0.20
X=2 0.20 0 0.05 0.25 0.50
X=3 0.09 0.03 0.06 0.12 0.30
f(y) 0.30 0.10 0.20 0.40 1
Entonces: fy(x) = 02siX=1
0.5s1X=2
03siX=3
£, (y) = 03siY¥=1
0.1siY=2
0.2siY=3
04siY=4

Una pregunta podria ser: ;cudl es la probabilidad de que el sector financiero

presente un incumplimiento dado que el sector automotriz presenta dos? Es

decir, scudl es la probabilidad de que Y = 1 dado que X = 2, f(Y=1 | X=2)?

De la tabla de probabilidades podemos observar:

Y=1

Y=2

Y=3| Y=4

fx(X)

X=2

0.20

0

0.05

0.25

0.50

La respuestaes f{Y =1 | X =2) =0.20/0.50 = 0.4

De esta manera podemos calcular la probabilidad de incumplimientos del

sector financiero dado que el sector automotriz presenta dos incumpli-

mientos.

Entonces f(Y | X=2) esiguala: 0.4siY

0siY
01s1Y
05s1Y

[16]
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Esperanza condicional

Donde la probabilidad condicional se calcula como:
Pr{Y|X} = Pr{Y N X} / Pr{X}
Entonces para ciertos valores de x, y:
Pr{Y=y|X=x}=Pr{Y=yNX=x}/Pr{X =x} = flx,y) / fx(x)

f(x,y) es conocida como la funcién de probabilidad conjunta y fy(x) es la

funcién de probabilidad marginal de X.
Ahora, ¢cémo calcular la esperanza condicional?

Recordando la definicién de esperanza incondicional (discreta):
E [Y] =ny )
¥
Entonces la esperanza condicional (discreta) estd dada por:
E[Y |X =X]=2yf(y|x)
y

Donde f(y|x) es la funcién de probabilidad condicional. En el ejemplo
anterior, Jcudl es el valor esperado de los incumplimientos en el sector

financiero dado que el sector automotriz presenté dos incumplimientos?

E[Y|X = 2] es igual a:

E[Y X - 2] =ny(y [¥=2) = 1(0.4) +2(0) + 3(0.1) + 4 (0.5)

=2.7

Se esperan alrededor de tres incumplimientos en el sector financiero dado
que se presentaron dos incumplimientos en el sector automotriz. La espe-

ranza incondicional es 2.1 (= 0.2x 1 + 0.5x 2 + 0.3 x 3), es decir, que sin

[17]
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ninguna informacién adicional, se espera que el sector financiero presente

alrededor de dos incumplimientos.

La probabilidad condicional refleja la informacién de un evento relacio-
nado. Si los eventos fueran independientes el resultado de la esperanza
condicional serfa igual a la esperanza incondicional, es decir, E[Y|X]

=E[Y].

La esperanza condicional en el caso continuo estd dada por:
E[Y ‘X =x]=fyf(y|x)dy
R

Veamos entonces qué necesitamos para calcular esta esperanza con-
dicional.

Distribuciones marginales de probabilidad

Si Xy Y son variables aleatorias continuas, integrar la funcién de pro-
babilidad bivariada (conjunta) sobre el intervalo completo de Y genera

la funcién de densidad de probabilidad univariada de X.
£ 9= [£ (e )y

£, @)= [£ (6, s
Donde f(x, y) es la funcién de probabilidad conjunta.

Ejemplo (adaptado de Canavos, 1988)

Sean Xy'Y dos variables aleatorias con funcién de densidad conjunta dada.
Asuma que X y Y son precios de accién y de cierta forma encontramos su

funcién de densidad conjunta.

[18]



Esperanza condicional

0<xy <
/ 8,000
(x+y) 20
txy) =
0 otro caso

Obtenga la media (esperanza) condicional de X para Y = 10, es decir, el

precio esperado de la accién X dado que el precio de la accién Y es $10.

Hallemos primero la distribucién marginal de Y

20 20

) 20
~ (xty 1 1 ﬁ ]
£0) = f Flx, y)dx_J_g—’OOO =de=gls ! (x+ y)dx_—&OOO[ |
e 0

__ 1 (ﬂJr 20 )= 10+y
8,000\ 2 400

Entonces hallemos ahora la funcién de probabilidad condicional de X
dado Y:
X +y
f(x| )_f(x,y) 1 (% + )400 _x+y
P77 FG) T10+y T (10+)8,000  20(10 + y)

Cuando Y = 10, entonces:

x+ 10 _x+10
S(xly=10) = 20(10 + 10) 400

La esperanza condicional de X dado que Y es igual a 10 se calcula como:

20

20 20
x+ 10 1 x> 10a2
E[X‘Y=10]=f=xf(x|y=10)dx=!x( s )dx=m[7+7 _11.67
0

Entonces, el mejor prondstico para la accién de X, dado que el precio de la

accion Y es $10, es igual a $11.67.

[19]
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Notas y comentarios

En finanzas es natural encontrar una estructura de dependencia entre
activos financieros; al respecto, una herramienta util que estd tomando
tuerza es el estudio de las cépulas, para cuya introduccién resultan inte-
resantes e ilustrativos los textos de Joe (1997) y Nelsen (2006); adems,
un texto importante sobre cépulas aplicadas a las finanzas es el de
Cherubini et al. (2004). En Colombia, Becerray Melo (2008) realizan
una medicién de riesgo financiero mediante el uso de cépulas aplicadas
a un portafolio compuesto por tres activos del mercado colombiano.

Al complicarse un poco mds las cosas podriamos tener la funcién

de probabilidad conjunta de X, X,, ..., X yY.

* Esperanza condicional en el caso discreto:

E[Y] X, = X1,X2= Xppoonr Xy = X, ] =2yf(y|x1yx2,x3’._"xn)
¥

* Esperanza condicional en el caso continuo:

E[Y| X, =%, X, =%, .., X, =x ] :fyf(y|x1,xz,...,xn)
N

De nuevo E[Y|X, X, ..., X ] es el mejor prondstico de Y dados los
valores de las variables X, X, ..., X

n*

* Haciendo la notacién mds compacta:

Si X,, X,, ..., X es una sucesion de variables aleatorias, usaremos F
1“2 > ‘% n > n
para denotar la “informacién contenida en X, X,,, ..., X ”.

Entonces escribiremos E[Y| F ] enlugarde E[Y] X, X,,...,X_].

* Mis formalmente F_ es un o-ilgebra. Un o-dlgebra es una
coleccién de subconjuntos de un espacio muestral que cumple

[20]



Esperanza condicional

ciertas caracteristicas, y aunque en este documento no se describird
su definicién formal, sin embargo, para nuestro propésito, F, re-
presenta el conocimiento en el tiempo n. A medida que n se incre-
menta, nuestro conocimiento del pasado también se incrementa.

F =0X,X,..,X,)

Para mis detalles consultar, por ejemplo, los textos de Williams (1991)

y Breiman (1968).

Las siguientes propiedades de la esperanza condicional son to-
madas principalmente del texto de Brzezniak y Zastawniak (1999):

Propiedades de la esperanza condicional

1.E[aX + bY| F,] = aE[X| F,] + bE[Y| F,] con a, b€ R
2.E[E[X| F ]]=E[X]

3.E[XY| F ] =XE[Y]| F, ] si X es F_ —medible

4.E[X]| F_] = E[X] si X es independiente de F_
S.E[E[X|F,]|G,]=E[X|F ]siF cG,

6.5i X 2 0 entonces E[X| F ] 20

7. Desigualdad de Jensen: sea g una funcién convexa, entonces g(E[X]|

F D) <E[gx)| F,]
8. E[X| F ] = X si X es F_ —medible (es decir si F_ contiene toda la

informacién de X)

La propiedad 1 es conocida como la propiedad de linealidad,
mientras que la 2 es la de doble esperanza; a la propiedad 3, por su
parte, se la identifica como “sacando lo conocido” (faking-out-what-
is-known),y en ella, si F_ contiene toda la informacién de X, entonces
F_ X es conocido y se trata como una constante; la propiedad 5 es

[21]
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conocida como la propiedad torre (fower property),y la propiedad 7 es
una aplicacién de la definicién de convexidad que se puede apreciar
mds claramente en el siguiente grafico:

Ficura 1

REPRESENTACION GRAFICA DE CONVEXIDAD

g()

Combinacién lineal
de la funcién

Funcién de la

combinacién lineal ~

\/

g es una funcién convexa
Entonces:

gloax + (1 - a)y) < agx) + (1 - a)g(y)
Donde o€ (0,1)

Ejemplo (tfomado de Lawler, 2006)

Suponga que X, X, ..., X (representa la ganancia en cada periodo i,i=1,
2,...,n) son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
(iid) cada una con media p.

Sea S_ la suma de todas las variables aleatorias: S_ = X, + X, + ... + X ,es

decir la ganancia total.

Sea F_ lainformacién en X, X,, ..., X . Suponga que m < ny solo se tiene

informacién hasta m. ;Cudl es la ganancia total esperada en un momento

[22]



Esperanza condicional

n dado que se tiene informacién (de cudnto he ganado) hasta m?, en otras

palabras, ;qué es E[Sn| F_]?
— Comencemos aplicando la propiedad 1, “linealidad”:

E[S|F.] =EX; +..+X_ +X ,+..+X |F ]1=E[S_|F_,]+
EX +...+X |F_]

m+1

— Aplicamos la propiedad 8 al lado izquierdo de la dltima ecuacién:
B[S, | T,]-S,

El valor esperado de una constante es la constante, puesto que S_ es co-

nocidoen F_.

Entonces:
E[Sn| Fm] = Sm + E[Xm+1 + ... + Xn | Fm]

— Aplicamos la propiedad 4 al valor esperado del lado derecho de la igualdad,

puesto que X .., X, son independientes de X, ..., X_ (F ).

m+1? *

E[X

m+

1+t X | FI=EX  +...+X ]
Pero E[X ., +...+X ]=(n—m)p.
Entonces E[S, | F_]=S_ + (n—m)p.

La ganancia total esperada en un momento n serd igual a la ganancia total
conocida en el momento m, mds la ganancia esperada en cada periodo,

multiplicado por el nimero de periodos restantes.

Ejercicio 1

Suponga, como en el ejemplo anterior, X, X,, ..., X y S,.

Pero ahora asuma que la media de cada variable aleatoria X, es

p=0yvar(X) = E[X2] = 0%

Seam < n. Halle E[S? | F_].

[23]
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Aplicaciéon de la esperanza condicional al riesgo

El VaR es cominmente usado como medida de riesgo. Se define como
la maxima pérdida esperada dado un nivel de confiabilidad y en un
tiempo determinado. Estadisticamente es el cuantil (q) de una funcién
de distribucién de pérdidas:

VaR, (L) = q, (L) = inf {LL : F(L) > o}

Ficura 2
REPRESENTACION GRAFICA DEL VAR cOMO EL CUANTIL

DE UNA FUNCION DE DISTRIBUCION

fa Ft

(0

1-a
qo(L) qo(L)
Funcién de densidad FDA

Y
\

Donde L representa las pérdidas y o es un valor de probabilidad. FDA
es la funcién de distribucién acumulada y se representa generalmente
por E. Se ha comprobado que el VaR es una medida no coherente al
riesgo (ver Artzner et al., 1999), en especial para funciones de distri-
bucién no elipticas. El VaR no es coherente al riesgo principalmente
porque viola el axioma de subaditividad que, en otras palabras, dice
que el riesgo de una cartera de dos activos debe ser menor o igual a
la suma de los riesgos individuales de cada activo. Hay otras razones,
discutidas en Neslehovid et al. (2006), como, por ejemplo, funciones de
distribucién con colas muy pesadas.

[24]



Esperanza condicional

Se propone entonces una medida que si es coherente al riesgo,
comunmente conocida como el Expected Shortfall (ES) o el Tail Con-
dicional Expectation (TCE) y se define como:

E[L|L > VaR (L)]

En otras palabras, es el valor esperado de las pérdidas dado que estas

pérdidas superaron el VaR.
Con lo que conocemos hallemos formalmente qué es ES

— Recordemos que E[Y|X] para una funcién de distribucion continua es:

E[Y ‘X - x]=fyf(y|x)dy
5
Y que f(y|x) = f(x,y) / £{(y), donde f(x, y) es la funcién de probabilidad
conjunta.
Aplicando este resultado a E[L|L > VaR , (L)] se tiene que:

E [L ‘L > ga(L)] =TLf(L|L > g (L))dL

7.(L)

Aplicando la definicién de probabilidad condicional:

fL,L=q (L)L
Sz q,L)

E[L |L> ga(L):|=fL
7,(L)

Pero, ¢qué es f(L > qa(L))? Esto es igual a 1-a. Entonces

B D)=t [rra,zs g mpar

(L)

Para una funcién de distribucién continua de pérdidas.

[25]
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Ejercicio 2

Suponga que f(.) es la distribucién normal estindar. Halle ES para

una normal estindar cuya funcién de probabilidad estd dada por:

) =0 () = exp ( %)

Con las funciones de Excel para cuantiles de una normal estdndar,
calcule VaR y ES al 95% (o) de probabilidad. Luego construya una
tabla de datos comenzado con a = 95% y con incrementos de 0.25%,

halle VaR y ES para estos valores de a.

¢Qué puede concluir de la relacién ES  / VaR ?

Notas y comentarios

VaR fue desarrollado por J. P. Morgan en 1994 y ripidamente se con-
virtié en estaindar de medida de riesgo para los reguladores y admi-
nistradores de riesgo. Textos como el de Jorion (2006) y el reciente de
Alexander (2009) muestran aplicaciones del VaR a riesgos financieros.
Pero el VaR es en general una medida de riesgo 7o coherente (no es
subaditivo), y esto se debe a tres razones en general:

e — Skewness: los activos que conforman el portafolio presentan
una funcién de distribucién con alto coeficiente de asimetria (ver
Albanese 1997 y Artzner et al., 1999).

e —Dependence: aun si las funciones de distribucién individuales
son simétricas, su estructura de dependencia (o cépula) tiene una
forma altamente asimétrica (ver Embrechts y Puccetti, 2006).

* — Heavy-tailness: las variables aleatorias subyacentes son inde-
pendientes pero presentan colas pesadas (ver Embrechts, McNeil y
Straumann, 2002).
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Esperanza condicional

ES fue popularizado por Artzner et al. (1999); se trata de una
medida coherente al riesgo y dice cuanto se espera perder si una merma
extrema ocurre. Varias criticas se han realizado al uso del VaR, y quizas
una de las mds acertadas es la propuesta por Danielsson et al. (2001),
en la cual se concluye que el VaR puede desestabilizar una economia y
ocasionar crashes. En ese documento se critica también la escogencia
de inadecuadas y pobres medidas de riesgo por parte del Comité de
Basilea cuando existen medidas mejores.
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CariTULO 2
MARTINGALAS EN TIEMPO DISCRETO

Veamos algunos conceptos basicos:

Sucesion de variables aleatorias

Una sucesién de variables aleatorias X, X,, ..., X se usa generalmente
a modo de modelo matematico de resultados en una serie de fenémenos
aleatorios, como, por ejemplo, el valor del Colcap en la bolsa de valores
en dias de negocio consecutivos.

Las variables aleatorias en tal sucesién se indexan por nimeros
enteros que se refieren a tiempo discreto.

Estos indices no necesariamente se relacionan con el tiempo fisico
en que realmente ocurren, puesto que sirven para ordenar los eventos
no precisamente en forma espaciada en el tiempo fisico.

Trayectoria (Sample path)

La sucesién de nimeros X, (w), X,(w),... para un o € Q se llama tra-
yectoria. ) es el espacio muestral y w es un evento del espacio muestral.

Martingala (Martingale)

El nombre proviene del francés y fue utilizado para significar estrate-
gias de juego o apuestas populares en el siglo XVIII. La estrategia mds
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simple fue aplicada en el lanzamiento de una moneda y consistia en que
el jugador doblaba su apuesta después de cada pérdida hasta realizar
su primera ganancia, de manera que recuperaba todas las pérdidas y la
ganancia terminaba siendo igual a la apuesta inicial, comenzando de
nuevo el juego en ese punto.

La teoria de las martingalas en probabilidad surgié con el propédsito
de explicar la aparente imposibilidad de obtener ganancias apostando
en “juegos justos”; su nacimiento se debe a los matematicos Paul Lévy
y Joseph L. Doob; actualmente se utiliza, en especial en el campo de
las finanzas, para valorar derivados (opciones).

Definiciéon de martingala
SeaX = {X }un PE,del cual se predica ser una martingala con respecto
a{F }si
(1) E[|X, |] < o para todo n.
(i) E[X ., | F ] =X paran=>1

n+1

(i) dice que el valor esperado de |X| en el momento n existe, y (ii) dice
que el mejor pronéstico de X en el tiempo n+1, dado que se conoce
alguna informacién en el tiempo n, es igual al valor de X en n.

Algunos autores como Brzezniak y Zastawniak (1999) agregan
la siguiente propiedad:

(iii) X es adaptado a F, . Es decir, X es F, —medible.

La interpretacién de martingala es que la cantidad promedio que el
jugador tendrd en t_,;, dado que €l tiene una cantidad en el momento
t ,esiguala X (suriqueza ent),sin importar cudl ha sido su fortuna
en el pasado.

—Xes supermartingala si:
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E[X,al Fal <X,
— X es submartingala si:
BIX,.| F,]2 X,
Submartingala es un modelo de juego favorable, mientras que super-

martingala es desfavorable.

Ejemplo (tomado de Lawler, 2006)

Sean X, X,, ..., X variables aleatorias independientes cada una con media
p. Nuevamente asuma que cada X, representa la ganancia de un jugador (o
inversor) en cada periodo i. Sea Sy = 0y paran > 0, S es la suma parcial
dada por S = X, + ...+ X , es decir la ganancia total hasta el momento n.
Demuestre que M = S_ - np es una martingala con respecto a F, (infor-

macién contenida en X, ..., X ).

En un ejemplo anterior obtuvimos: E[Sn| Fm] = Sm + (n — m)p param < n.

Entonces:
E[Mn+1| Fn] = E[Sn+1—-(n+ 1)u | Fn] (aplicando la pro-
piedad 4 de esperanza)

E[Sn+1 | Fn] - (n + 1y
Sn+p-np-p
Sn-np

Mn

Veamos otro Cj Cmplo:
Ejemplo

¢Esuna martingala la estrategia inicial del juego del cual proviene el nombre

de martingala?
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El juego consiste en ganar $1 si se lanza una moneda y cae cara, y perder

$1 si cae sello, doblando la apuesta hasta ganar.
W, representa las ganancias (pérdidas) después de n lanzamientos:
W =1+2+4+...+271=20-1
E[W, | F1=E[W, + X 4| F,]
Donde Xn+1 es la ganancia en el lanzamiento n+1
BIW, | F,] - E[W, | F,] + E[X, | F,

En el momento n se puede ganar 2" con probabilidad %2 o se pierde 2" con

igual probabilidad. Entonces en el lanzamiento n+1, E[X_ | F ] =0.

n+1
E[Wn+1| Fn] :Wn +0
E[Wn+1| Fn] :Wn

El siguiente ejemplo requiere definir el término “camino aleatorio” (ran-
dom walk). El camino aleatorio (o paseo aleatorio), aplicado a acciones,
implica que los cambios en el corto plazo en los precios no pueden ser
predichos. Sin embargo, la gente de Wall Street estd en contra de esta
teoria y ha lanzado técnicas como el anilisis fundamental y técnico
para predecir tales retornos.

Quizd el primero que traté de mostrar que los cambios de los
precios siguen alguna tendencia cierta en lugar de realizar una cami-
nata aleatoria fue Sidney Alexander, en su trabajo “Price movements
in speculative markets trends or random walk” de 1961.Y la primera
aplicacién seria a favor de la caminata aleatoria a mercados financieros
es la de Samuelson, en 1965, con “Proof that properly anticipated prices
fluctuate randomly” donde argumenta que si los precios incorporan
completamente las expectativas de los participantes, los cambios en
los precios serdn impredecibles.

Un texto interesante al respecto es el de Lo y MacKinlay (1999)
en el cual los autores cuestionan la aplicacién de la hipétesis de la ca-
minata aleatoria en acciones, y especificamente para retornos semanales.
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Una caminata aleatoria sube un paso con probabilidad igual a p
o baja un paso con probabilidad igual a 1 — p.

Mis formalmente, una caminata aleatoria {S_} se puede repre-
sentar como:

si cumple con:
PriX. =1} =p

PriX,=-1}=1-p
Una caminata aleatoria es simétrica si Pr{X, = 1} = Pr{X, = - 1} = 1/2.

Ejemplo (tomado de Brzezniaky Zastawniak, 1999)

Muestre que S?_ es una martingala con respecto a F.
E[S? ,,—(n+1) |F ] =E[(S,+X ;)| F ]-(n+1)

Veamos a qué es igual el valor esperado de la parte derecha de la igualdad:

E[(S,+X,,;)%-(n+1) | F ] = E[$?2 +2S X ,,+X% ,|F]
E[Sznl Fn] + E[2 Sn)<n+1| Fn] + E[X2n+l | Fn]
Szn + 2 Sn E[><n+1| Fn] + ED<2n+l | Fn]

E[X, | F,] =%(1) + %(-1) = 0
E[X2,,, | F]=%(1)2+%A(-1?2=1

Entonces:

E[S2 - (n+1) |F ]= S2 +0+1-(n+l)
S?2 —n

n
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. . 2 .
Del ejemplo anterior se puede observar que S* no es martinga-
la.

Claramente una caminata aleatoria S  es martingala:

E[Sn+1 | ] = E[Sn + Xn+1| Fn]
E[Sn | Fn] + E[Xn+1| Fn]
E[X .| F] = 1(1) + (-1) = 0

Entonces:

E:[Sn+1 | Fn] = Sn

Ejercicio 3

Siga asumiendo S_ una caminata aleatoria y sea Y= (q/ o

dondep=1-q.

¢Es Y martingala?

Ejercicio 4

Sea S_ una caminata aleatoria simétrica.

¢EsY_=(-1)"os(nS ) una martingala?

Ejercicio 5

Sea X una sucesién de variables aleatorias dos veces integrable.
Si X es una martingala con respecto a F_, muestre que X?_es

una submartingala.

La importancia del estudio de martingalas en finanzas se hace evidente
en la siguiente seccién. Para valorar derivados se necesita el principio
de no-arbitraje y las martingalas se vuelven una herramienta util para
tal fin.
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Probabilidad neutral al riesgo

Esta seccién estd basada en Gisiger (2009),y Delbaen y Schachermayer
(2006). Generalmente, la probabilidad neutral al riesgo es usada para
valorar activos bajo el supuesto de no-arbitraje.

Varias cosas deben quedar claras acerca de la probabilidad neutral
al riesgo:

* No es la probabilidad real (subjetiva) de que un evento ocurra.
* No asume que estemos en un mundo libre de riesgo.

* No asume que las participantes en el mercado sean neutrales al
riesgo.

* No es independiente de la probabilidad del evento real.

* Essimplemente el precio libre de arbitraje en un mercado completo
(mds adelante se define el concepto de mercado completo).

La probabilidad neutral simplemente fuerza la consistencia de valora-
cién lineal entre todos los activos transados en lo que se refiere a sus
componentes de pago.

Un concepto importante a tener en cuenta es la medida de pro-
babilidad eguivalente. Una medida de probabilidad neutral al riesgo es
equivalente a la medida de probabilidad real.

Se dice que dos medidas de probabilidad son eguivalentes si ambas
estin de acuerdo en la posibilidad e imposibilidad de los resultados;
esto es, si una medida de probabilidad asigna cero probabilidad a un
resultado, la otra también. Y si una medida de probabilidad asigna
probabilidad mayor a cero a un resultado la otra también.

Anteriormente se mencioné la palabra arbitraje; al respecto se
puede definir oportunidad de arbitraje como la posibilidad de obtener
beneficio en un mercado financiero sin riesgo y sin inversién de capital.

[35]



Una introduccién a las Matemiticas Financieras Modernas para no mateméticos

El principio de no-arbitraje dice que un modelo matemitico de

un mercado financiero no deberia permitir posibilidades de arbitraje.

Un ejemplo simple de un mercado financiero

* Asuma que se tiene un mercado con dos activos: un bono (B) y
una accién (S) con los siguientes precios

Periodo 0 Periodo 1
B,=1 B, =1
Sy=1 S,(w) = 2 si w es bueno

0.5 si m es malo

Bono (B) es un activo libre de riesgo y se asume una tasa de interés
igual a cero para simplicidad del ejemplo.

Accién (S) es un activo riesgoso y su precio hoy es conocido. En
el periodo 1, puede suceder que el precio suba a 2 con Pr{bueno}

=% o baje a 0.5 con Pr{malo} = %.

Introduzca un tercer activo al modelo, una opcién en la accién con
precio de ejercicio igual a K. La opcién le da el derecho (mds no
la obligacién) de comprar la accién en el periodo 1 por el valor de

K preestablecido. Asuma K = 1.

Periodo 1
C,(w) = 1 si w es bueno

0 si ® es malo

Puesto que si  es bueno, C; = Max(2 - 1,0) =1y si w es malo, C, =

Max(0.5-1,0) = 0. El pago de una opcién (call) en el periodo T estd
dado por Cr = Max(S; - K, 0).

* ¢Cuil es el valor de la opcién en el periodo cero, C,)?
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Por lo general, para valorar activos contingentes (opcién en este
caso) se usa el valor esperado, lo cual es una técnica cominmente usa-
da por los actuarios para valorar activos contingentes; en este caso no
se descuenta a valor presente, pues se estd asumiendo tasa de interés
igual a cero.

C, = E[C,] = %(1) + %(0) = 1/2

La idea de calcular el precio de un activo contingente como un valor
esperado es que en el largo plazo el comprador de una opcién no ganard
ni perderd en promedio. ;Pero es éste un precio justo?

Valorando sin arbitraje

* Veamos un enfoque un poco diferente, pero con los mismos ins-
trumentos anteriores. Asuma la siguiente estrategia:

Periodo 0
Compra 2/3 de accién
Compra — 1/3 de bono (pide dinero prestado)

Se construye un portafolio Tt con esta estrategia.

¢ ;Cuil es el valor del portafolio en el periodo 1, 7T;?

T, (0 bueno) = 2/3(2) + (-1/3)1=4/3-1/3 =1
10, (0 malo) = 2/3(1/2) + (-1/3)1=1/3-1/3=0

De esta manera el portafolio “replica” la opcién, C, = T,.

* :De dénde sale el 2/3 y - 1/3?
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x(S;(w bueno)) + yB; = C,(w bueno)
x(S;(w malo)) + yB; = C;(w malo)
Entonces:

x(2) +y(1) =1 x=2/3
x(172) +y(1)=0 y=-1/3

¢Cual es el valor del portafolio en el periodo cero, TT,?
no= 2/38, - 1/3B, = 2/3(1) - 1/3(1) = 1/3

Entonces C, = T, = 1/3 es una valoracién sin arbitraje.

* Suponga que C, = 1/3 es una valoracién con arbitraje y que C, =
1/2, como hallamos anteriormente, es un precio justo.

Si es asi podemos hacer arbitraje comprando el portafolio Tt y simul-
tineamente vender la opcién C.

Periodo 0  Periodo 1

Compron —-1/3 1, (w bueno) = 1 (Pr = %)

m; (w malo) = 0 (Pr =)
Vendo C So=1 -1/2 (compro C)
Ganancia 1/6 0

Realizo una ganancia de 1/6 en el periodo cero, mientras que en el
periodo 1 las posiciones se cancelan.

Nota: pasando de dos periodos de tiempo a un conjunto {0,1, ..., T}y
considerando T variables aleatorias independientes Bernoulli obtene-
mos un modelo binomial denominado Cox-Ross-Rubinstein.

Con el cilculo estocdstico y una normalizacién apropiada, con T
tendiendo a infinito obtenemos un movimiento browniano.
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Y cuando tenemos un movimiento browniano con tendencia ob-
tenemos el famoso modelo de valoracién de opciones de Black-Scholes.

* En el ejemplo anterior asumimos una probabilidad P para los po-
sibles escenarios del valor de la accién y, al tomar el valor esperado
de P, obtuvimos un precio de opcién E[C,] = % el cual permitia
oportunidades de arbitraje. P se denomina usualmente como la
medida fisica o real.

* Ahora bien, suponga que el mundo es gobernado por una medida
de probabilidad diferente, Q, que asigna pesos diferentes a los
estados “bueno”y “malo”, de forma que con esta nueva probabili-
dad el retorno esperado de la accién es igual a la del bono. Estas
probabilidades son Q(bueno) = 1/3 y Q(malo) = 2/3 (como se verd

mis adelante) y es la tnica solucién que satisface:

EQ[S,] =S, =1

En otras palabras, el precio de la accién S es una martingala bajo la
medida Q; y a la probabilidad neutral al riesgo Q_se le conoce también
como medida martingala para S.

De esta manera, tomar valores esperados bajo Q_nos daria un
precio de opcién compatible con el principio de no-arbitraje. Para el

ejemplo anterior EQC,] = 1/3(1) + 2/3(0) = 1/3.

* En este ejemplo encontramos un modelo para el precio de una ac-
cién S: el modelo de drbol binomial, donde el precio de una accién
puede subir con probabilidad p, de un periodo a otro en u§, o, con
probabilidad q (=1 — p), bajar a dS. Se asume queu>1yd<1ly
que la tasa de interés (r) es cero.
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Sl(b) Sz(b; b)

S, > S,(b,m)

§(m) S,(m, m)

* Dado S, ;cuil es el valor esperado de S;?
E[S,| F,] = puS, + qdS, = (pu + qd)S,

* ;Cuidl es la condicién para que este proceso sea un juego justo, en
otras palabras, una martingala?

La condicién es: E[S;| F] = S,
Entonces: pu+qd=1ysiq=1-p.

Entonces: pu+ (1 —p)d=1queresultaenp=(1-d)/(u-d)yq-=
(u=1)/(u—-d)..Quésonpyq?

* Verificando con los datos del ejemplo anterior:
uS, =2 —u=2

Sp=1
dS;=12 —d=1/2

p=(1-1/2)/2-1/2)=1/3yq=2/3

Entonces, p y q son medidas neutrales al riesgo (o medidas martingalas).

* Se puede demostrar que (jverifique!) si r # 0, entonces:

p=1Q+r-d)/(u-4d) q=@u-(1+1)/(u-4d)
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En otras palabras, dado un precio inicial de accién S, el valor
presente del valor esperado del precio de la accién en el periodo 1 es S,

A continuacién se presentan algunos resultados y conceptos im-
portantes vistos en el ejemplo anterior.

Teorema fundamental de valoracion de activos

(Fundamental Theorem of Asset Pricing —-FTAP)

Un modelo de mercado financiero es libre de arbitraje si, y solo si,
existe una medida de probabilidad Q_equivalente a la original P (es
decir P(A) = 0 si, y solo si Q(A) = 0) tal que el proceso del precio de
la accién es una martingala bajo Q. Una medida equivalente, como se
menciond anteriormente, quiere decir que si un evento es imposible
bajo P, también lo serd bajo la medida Q, aunque se asignen diferentes
probabilidades a un evento A en particular. Este teorema fue demos-

trado por Harrison y Pliska (1981).
Veamos otras definiciones cominmente usadas en finanzas:
Activo contingente

Es una variable aleatoria tal que su precio es 0 < C < oo,

Derivado

Es un activo contingente cuyo valor es medible con respecto al valor

del activo subyacente S, C = {(S).

Mercado completo

Un mercado es completo si cualquier derivado puede ser perfectamen-
te cubierto (Jeanblanc et al., 2009). En palabras de Follmer y Schied

(2004), un mercado es completo si cada activo contingente es generado.
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Se dice que un activo contingente es generado si existe una estrategia
de portafolio de activos subyacentes que replican el pago del activo

contingente (McNeil et al., 2005).

Regla de valoracién neutral al riesgo

El precio justo de cualquier activo contingente puede ser calculado como
el valor esperado del pago descontado bajo una medida neutral al riesgo
Q_(diferente a la probabilidad original o real, P). En otras palabras,
valoracién neutral al riesgo corresponde a usar un valor esperado con
respecto a una medida martingala equivalente.

En general un activo contingente se valora de la siguiente manera:
C, = EQ[CT /(1 +1)7T]

Como se vio en el ejemplo, no es dificil hallar Q en un modelo discreto
¢Pero cémo pasar de P a Q_si se trabaja, por ejemplo, en un modelo
continuo? La respuesta es la derivada de Radon-Nikodym, L. La de-
rivada de Radon-Nikodym es una variable aleatoria positiva, donde su
esperanza bajo P es igual a 1,y se denota como:

r-92
P

De esta forma, L puede ser vista como la razén de verosmilitud entre
Qy P. Al ser L positiva, se puede encontrar la medida de probabilidad
Q_que es equivalente a P. Este concepto es ttil para aplicar el Teorema
de Girsanov en procesos de tiempo continuo, pero no entraremos en
detalles en este texto.

Tiempos de parada (Stopping time)

Un tiempo de parada es una variable aleatoria que da un tiempo
aleatorio en el cual la trayectoria de un proceso alcanza un valor por
primera vez.
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Por ejemplo, la primera vez que el precio de la accién llega a $100
es un tiempo de parada. Sin embargo, la primera vez que lo cruza no
es un tiempo de parada. El concepto de tiempo de parada se vuelve
importante en el estudio de opciones americanas.

Una opcién americana es aquella que puede ser ejercida en cual-
quier momento antes de su expiracién, donde el decisor se enfrenta al
problema de decidir cudl es el momento éptimo de ejercer la opcidn.

Sin embargo, la decisién de ejercer o no en un momento t debe
estar basada en la informacién disponible en el momento t, de esta
manera la estrategia de ejercer es un tiempo de parada. La siguiente
definicién es tomada de Brzezniak y Zastawniak (1999).

Tiempo de parada

Es una variable aleatoria T con valores en el conjunto {1, 2,.., } U {eo}
con respecto a la filtracién F|.

{t=n}€F,
De manera equivalente: {t =n} €EF siysolosi{tsn}€EF,
* Infinito se incluye para cubrir la posibilidad de que el proceso nunca
acaba. En cada momento n se debe decidir si para o no, es decir t

= n o no. Por lo tanto el evento T = n debe pertenecer a F_, donde
F_ representa la informacién del proceso hasta n.

* Por ejemplo, asuma que se estd en un casino y X representa la
cantidad de riqueza en el momento n. Entonces

T inf{n: X = 1,000 6 0}

representa el momento (por primera vez) en que la riqueza en n sea $1,000
6 0y ahi para el juego. En este caso un tiempo de parada se conoce como

tiempo de la primera llegada (“firsz hitting time”).
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Ejemplo (tomado de Shreve, 2004)

Asuma un modelo de dos periodos donde S, =4, K =5,r=%,u=2yd=

1. Considere una opcién put cuyo pago es Max(K - S, 0).

16
8
4
Sp=4
2 1
Las medidas neutrales al riesgo son p = q = 1/2.
* Valoremos una put europea:
Max (5-16,0)
A
‘ T
B Max (5 - 1,0)

Las siguientes expresiones representan los pagos de la opcién en cada nodo:

(A) 1/(1 + 1/4)[ ¥(0) + ¥(1)] = 4/5(1/2) = 2/5
(B) 4/5[%(1) + 4(4)] =2
(C) 4/5[%(2/5) + 4(2)] = 24/25

Por lo tanto esta put europea vale $24/25.

* Valorar una opcién americana es diferente: puesto que se puede

ejercer antes de su madurez, debemos incorporar el derecho de

ejercer tempranamente. En cada nodo del drbol se debe evaluar si

el decisor estd mejor entre ejercer la opcién o esperar.
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Veamos primero cuando ejerce:

Max (5-16,0)
Max (5-8,0)

Max (5-4,0) Max (5-4,0)

Max (5-2,0) Max (5-1,0)

Arbol ejerciendo en cada modo

* Ahora comparemos con el valor de esperar: el valor de esperar es
el valor del put (europeo) en ese nodo.

Max (0, 2/5)

Max (1, 24/25) > 1
XM 4

* Elvalor del put (americano) en el periodo 0 es por lo tanto:
4/5[% (2/5) + Y4(3)] = 34/25 = 1.36

Como se observa el precio del put americano es mayor al del put europeo,

esto se debe a la flexibilidad de ejercer en cualquier momento.

Ahora veamos el mismo ejercicio desde el punto de vista de tiempos de

parada.

En general, el momento en el que una opcién americana deberia ser ejercida
es aleatorio. Este depende del movimiento de precios del activo subyacente.

Para el ejemplo anterior:

[45]



Una introduccién a las Matematicas Financieras Modernas para no matemdticos

No ejerce T (UU) = o0

No ejerce

\ Ejerce T (UD) =2

Ejerce T (DD) =t (DD) 1

t(UU) = o t(UD) =2 t(DU)=1 t(DD)=1

Cuando T = o, quiere decir que la opcién debe dejarse expirar sin ejercer.

En este caso los tiempo de parada son:
T={1,2} U {e}

Se pueden valorar opciones americanas (put) con tiempos de parada me-

diante:

Vn = SZ/IP EQ [ﬁ max (K— S‘E)

TEF, + 7’)

Cuando n = N, es decir, en el dltimo periodo: V = max(0, K - Sy). En el

ejemplo de la opcién americana se tiene

Max (5 - 16,0)

A
C e
B Max (5 - 1,0)

* Sean = 1. En el nodo 4 vimos que no ejerce, entonces para hacer
EY.] lo mas grande posible, hay dos posibilidades 6 T = 6 T =2
debido a que después de este nodo la accién sube a 16 (no ejerce)
o baja a 4 (ejerce, entonces T = 2)
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Martingalas en tiempo discreto

VnzsupEQI:;max(K—St)] conT=006T=2

TEF, (1 + 7’)1_”
UD 1
=supEQ | —— _
Vi ilg] [(1 STy max (5 ST)]
VnZD1=%(O)+% %max(S—%O) =%
(4

* Enn =1, pero en el nodo B, para hacer EQ].] lo mds grande po-
sible, tenemos dos alternativas: o ejercemosent=1o0ent=2.5i
ejercemos en t = 1, entonces VD1 = 3 = max(K — S1). Hallemos
EQ[.] si ejercemos en t = 2:

VnD = E9Q max (5 -S)

o

w 1

v 3(%) (1)%(%) 4)-2

De esta manera se puede observar que el valor mis grande en el nodo

Bes3 (VD).

* Abhora hallemos V =0, es decir en el nodo C. Sabemos que

©(UU) = o, t(UD) = 2 y t(DU) = t(DD) =1.

1/2

No ejerce T = oo

No ejerce

* Ejerce t =2

1/2

1/2

Ejercet=1
V, = %4(0) + %4(4/5)2VUD, + 15(4/5)VP,

[47]
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V, =0+ %(16/25)(2/5) + ¥2(4/5)(3)

V, = 34/25 = 1.36

* El valor de la opcién americana (put) se puede resumir de la si-
Y p p
guiente manera:

Para el tltimo periodo, N:
Vy = max(K - Sy, 0)
En otros periodos:
V, =max{(K-S_,0),1/(1+)[p*VY__, +q'VP .1}

En el caso de una opcién call se cambia max(K - S, 0) por max(S_ -K,0).

Resultado: el valor (precio) de una opcién americana es siempre mayor
o igual a su valor intrinseco en t = 0. En el ejemplo anterior vimos que

(K-S, =1,peroV__ =1.36.

Una aplicacién a riesgo de crédito

Una extensién importante al modelo de Merton en riesgo crediticio

es el enfoque del tiempo de la primera llegada introducido por Black
y Cox (1976).

Este enfoque consiste en incluir una barrera de incumplimiento,
dependiente del tiempo, permitiendo asi que el incumplimiento ocurra
antes de la madurez de la deuda.
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Martingalas en tiempo discreto

A

Valor de la firma Barrera de incumplimiento

\/
a

T

De esta manera se puede introducir el estudio de tiempos de parada a
riesgo crediticio y otras aplicaciones financieras.

[49]






CariTUuLO 3

MOVIMIENTO BROWNIANO

En esta seccién introduciremos los conceptos de modelos probabilis-
ticos bdsicos usados para capturar el comportamiento de una accién,
opcién u otro titulo.

Los arboles discretos de la seccién anterior son una aproximacién
de un modelo de c6mo se comportan realmente las acciones. En reali-
dad, el precio puede cambiar en cualquier instante. Bachelier analiz6 en
1900 el movimiento de la bolsa de valores de Paris mediante un modelo
matematico, y a partir de ahi se ha tratado de comparar el precio con el
movimiento de una particula de gas, que es un proceso continuo, como
el movimiento browniano (mb).

Se puede decir que el botdnico Robert Brown fue el primero en
observar y describir, en 1827, el movimiento de pequefias particulas
suspendidas en un liquido, resultante de impactos sucesivos y aleatorios
con sus particulas vecinas aparentemente (de ahi el término movimiento
browniano). En 1905 Albert Einstein propuso una teoria matemdtica
de mb, la cual fue desarrollada mas adelante por Norbert Wiener en
1923, razén por la cual se le conoce también como proceso de Wiener.

De caminata aleatoria a mb

Recuerde que una caminata aleatoria {S_} es un proceso tal que:
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y cumple con:
PriX. =1} =pyPr{X,=-1}=1-p

Es simétrica si p = %.

* Tome el periodo [0, T]
* Dividalo en n intervalos de igual tamafio, At. Entonces At = T/n.
* Estos intervalos tienen puntos finales t; = kAt,conk=0,1,...,n.

* Ahora asuma un proceso Z(t, ;) = Z(t,) + &(t,) VAt. Donde A(t,)
~N(0,1) y con Z(t,) = 0. :Es el proceso Z una caminata aleatoria?

* Este es un proceso que arranca en el periodo cero con valor de cero
y se mueve hacia arriba o hacia abajo en cada punto de tiempo por
una cantidad VAt amplificada por un valor distribuido normal
(puede ser positivo o negativo).

» Las variables aleatorias €(.) son mutuamente no correlacionadas
Efe (t) € (6)] = 0

* La diferencia de dos puntos del proceso es una variable aleatoria
normal por ser suma de normales:

j-1
Z(t)-Z (fj) =2 e (z) - VAt (z‘]) ~ Normal
i=l
e (Cudl es el valor esperado y la varianza de esta diferencia?

o E[Z(t) - Z(tj)] = 0 puesto que E[e (t,)] = 0 (jverifique!)
° var[Z(t,) - Z(tj)] =t ¢, (jverifique!)
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Movimiento Browniano
* Tomando limite cuando At — O:

Z(t) - Z(t) = &(t) VAt,
entonces AZ = ¢ (t,) At,
entonces dZ = ¢ dt

dZ se denomina un proceso de Wiener o mb.

Ejercicio 6

Asuma una caminata aleatoria {S,} con S_=¥X, con X, =+VAt y
p = %. Simule y grafique caminatas aleatorias con n = 16, 64,256
y 1024 respectivamente.

Halle la media y varianza de X,y S_.

Ahora asuma n = 6 y dibuje un arbol binomial con los valores que
puede tomar la caminata aleatoria en el dltimo nodo. Halle también
la probabilidad total de terminar en un nodo en particular. Dibuje

el histograma de probabilidades de estos valores y concluya.

Ahora estamos listos para definir mb:

Movimiento browniano

El PE B = {B(t), t 2 0} es un mb estindar (o proceso de Wiener) si

cumple:
1. B tiene incrementos independientes.
2.Para0<s<t:
B(t) - B(s) ~ N(0, t —s).

Los incrementos se distribuyen normalmente con media cero y
varianza igual al tamafio del incremento entre ty s.
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3. B es un proceso continuo (sin saltos), pero no diferenciable.
4.B(0) = 0. El proceso se inicia en cero.

Es usual encontrar en textos y articulos que el proceso B es un P-mb
si la condicién 2 se da bajo la medida de probabilidad P, y ademis es
independiente de F, (la historia hasta el momento s). La condicién 3
es importante en finanzas por cuanto si se modela el retorno de una
accién mediante un mb, la no diferenciabilidad (con respecto al tiem-
po) implica que no podremos predecir su retorno futuro y por ende
su precio, lo cual es una propiedad deseable para modelar este tipo de
procesos en finanzas. Si bien es cierto que se podrian introducir saltos
a un proceso mds general, sin embargo, este tipo de modelos queda
tuera del alcance del presente texto. Ejemplos de este tipo de procesos

son los modelos de Merton (1976) y Kou (2002).

En resumen, un mb es un proceso gaussiano con incrementos in-
dependientes y estacionarios. De las condiciones 2 y 4 se puede concluir

que B(t) ~ N(0, t), puesto que B(t) — B(s=0) ~ N(0, t - 0).

El siguiente grafico muestra una simulacién de 100 pasos de un

mb:
Proceso de Wiener

0.1

0.5

W 0.0
-0.5

-1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
T
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Movimiento Browniano

Las trayectorias del mb aunque son continuas son muy irregulares.
Las siguientes propiedades de mb son tomadas de Resnick (1992):

Propiedades del mb

1. Propiedad de Markov: mb es un proceso sin memoria.
2. El Movimiento browniano es una martingala (en tiempo continuo).
Martingala en tiempo continuo es:
E[X,|F]=X paras<t
Entonces: E[B,| F] = B,
. Propiedad de Escala.
Para cualquier ¢ > 0, entonces:
(Ve B(t/c), t = 0} =4 {B(t), t = 0};
donde Ve B(t/c) es también un mb.
Donde =4 quiere decir igualdad en distribucién.
Dado que B(t) ~ N(0, t), entonces, B(t/c) ~ N(0, t/c).

Por lo tanto, Ve B(t/c) ~ Ve N(O, t/c) y por ende Ve B(t) ~ N(0,
c(t/c)).

Se puede observar que en t = 0, el proceso es igual a cero, y como

se acaba de demostrar Ve B(t/c) ~ N(0, t).
Se concluye entonces que Ve B(t/c) es un mb.

Gréficamente esta propiedad dice que las formas de las curvas en dife-
rentes intervalos de tiempo lucen similares y es conocida también como
propiedad de autosimilaridad. Mds detalles de procesos autosimilares
se pueden encontrar, por ejemplo, en Embrechts y Maejima (2002).
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4, Simetria

El negativo de un mb es (y se puede demostrar, como en la pro-
piedad anterior que) también un mb.

—B(t) =4 B(t)
5. Gaussiano

mb es gaussiano y con funcién de covarianza cov[B,, B] = E[B,

B.] = s"t. Donde ” significa el minimo entre dos expresiones.
cov[B,, B,] = cov[(B, - B, + B), B ] = cov[(B, - B,), B.] + cov[B_,B ]

utilizando la condicién 1 (incrementos independientes), y contando

con que la covarianza de una variable con ella misma es la varianza,
cov[B,, B,] = s"t.

6. No es diferenciable con respecto al tiempo

hm BHAI‘ _Bf = oo
Ar—0 At

Puesto que mb no es diferenciable, es imposible decir en cualquier momento

¢ en qué direccion ird el camino del mb.
7. Variacién no acotada

Las trayectorias del mb no tienen primera variacién acotada en cualquier

intervalo finito de tiempo [0, T]:
supE | B(z) == B(z,,)| =e0
Ti=1

Donde el supremo se toma sobre todas las posibles particiones

T:0=ty<...<t,=Tde[0,T]
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Movimiento Browniano

Las propiedades 6 y 7 del mb hacen que los métodos cldsicos de integra-

cién no funcionen con este tipo de procesos por lo que necesitaremos una

herramienta especial, como veremos mds adelante.

Ejercicio 7

Muestre la propiedad 2 de mb.

Ejercicio 8 (tomado de Wiersema, 2008)

1. Disefie un programa que calcule la primera variacién, la variacién
cuadritica y la tercera variacién de una funcién diferenciable (p. ej.,
X?) para valores de X en [0, 1] dividiéndolo inicialmente en n =

2,000 pasos, doblindolo sucesivamente hasta n = 1,024,000 pasos.

2. Luego use el mismo programa para calcular la primera variacién,
la variacién cuadrética y la tercera variacién de un mb. Compare y

concluya.
3. Para la primera variacién utilice la siguiente expresion:

n-1

Y. Bz~ B

k=0

Para la variacién cuadritica (segunda variacion) utilice:

n-1

2
(B0 Bee)

k=0

Y para la tercera variacion:

n-1

3
(B - Bee)

k=0

[57]
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La primera variacién de un mb no es acotada. Esto se puede ver in-
tuitivamente, puesto que ABt = (At)V? y, al sumarlos muchas veces, el
resultado no tendra cota. Mientas que ABt? = At y, por lo tanto, su suma
convergerd en T. Esto es, un mb tiene variacién cuadrética acotada. La
siguiente nota aclara estos conceptos.

Nota sobre la primera variacion:

Asuma una funcién f continua y diferenciable. Puede pensarse f(t) como
la posicién de una particula en una linea.

Normalmente en cdlculo se define primera variacién de la siguiente
manera:

N
Altigo EMQ) _ﬂfi—l)‘
i=1

Recordemos: el teorema del valor medio nos dice que existe un punto
t . en el intervalo (t,_;, t,) tal que la tangente en el punto t', es paralela
a la secante que une los puntos (t._, f(t.,)) y (t, f(t,)). El siguiente
gréfico aclara esto:

f(t)

A

f(t)

ft, ;)

\
-+

-
!

A
\/

At
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Movimiento Browniano

Matemaiticamente el teorema del valor medio es:

ﬂt) ﬂtzl) _f( )

z z 1

Az) _ﬂti—l)zf,(ft)[ti - fi—l]
S&) =)= )N

Aplicando el teorema del valor medio a la definicién de primera va-
riacién se obtiene:

N T
lim ,
Jim 2|f(f)|Af=j|ﬂf)\dz
i=1 0
Esta expresion converge en una funcién diferenciable.

Una interpretacién fisica de la primera variacién indica que es la
distancia total recorrida por la particula en el tiempo T. La primera
variacién para una funcién continua y diferenciable es finita pero para
un mb es infinita.

La primera variacién infinita implica que mb se mueve en una
distancia infinita en cualquier periodo de tiempo finito. Representa-
do graficamente, la vibracién del mb es tan intensa que mueve una
particula sobre un camino infinitamente largo en cualquier periodo
de tiempo; en otras palabras, la naturaleza fractal del mb es lo que se
veria graficamente.

T
f |f’(z‘)|a?= oo para mb
0

Variaciéon cuadritica o segunda variacién

La segunda variacién o variacién cuadritica se estima de la siguiente
forma:
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N 2
Jimy Y-
i=1
Aplicando el teorema del valor medio a la expresién anterior se obtiene:
Altifo ) (f ’(t*i))z( At)z yy JT ( ba ’(t))zdz‘
i=1 2
El cual es cero para una funcién diferenciable (ver ejercicio 8).

Para un mb sabemos que B(t) — B(s) ~ N(0, t —s) y también que
E[B(t) — B(s)] = 0, el cual denotaremos como E[AB] = 0.

Por consiguiente var[AB] = E[AB?] — (E[AB])? = E[AB?].
Entonces = E[AB?] = t —s = At.

En resumen E[AB] = 0y E[AB?] = At. Ademis se puede mostrar
que E[AB4] = 3(At)? .

La segunda variacién para un mb es:

N

N 2
i Y [B) - B(z‘) Y (456)

i=1 i=1

Como se puede observar, la segunda variacién para un mb es una va-
riable aleatoria.

Veamos su media y varianza, y luego tomamos limite cuando At
— 0.

£ Sl |-3

=1

o
=

e
g
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2

o)

N 2 N
= 2(4) — = 4(2) — ) Af+
ZE[AB ® At] Z}E[AB () - 2B2() At Aﬂ]

i=1

1=

Il
—_

var [
i
N

[3(&)2—2(@2%9]: [2(N)Z]=2(MT

i=1

D=

1

]
—_

Al tomar limite cuando At — 0 (hallamos la variacién cuadritica):
E[variacién cuadratical] = 0
Var[variacién cuadritica] =T

Por lo tanto la variacién cuadritica de un mb converge a su valor es-

perado T.
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CariTULO 4

INTRODUCCION AL CALcuLo EsTOCASTICO

Integral de Ito

Las trayectorias de un mb no son diferenciables (con respecto al tiem-
po) y no tienen primera variacién acotada, por tal razén necesitamos
introducir el concepto de la integral estocdstica con respecto a un mb.

En finanzas la integral estocdstica de It6 es importante en la teoria
de valoracién de opciones.

Intuicion:

Considere el periodo [0, T] y dividalo en n intervalos de tamafio At =
T/n con puntos t, =kAt (k=0,1,...,n). Estos puntos pueden ser vistos
como los momentos en que el mercado abre y se transan las acciones.
Sea a(t,) la cantidad de acciones que compra un inversor en t = 0 a un
precio B(t,), por ejemplo:

° En t, un inversor compra 10 acciones a $100 y en t; vende 5
acciones a $110.

Ent=1laaccién cambia a B(t1) y el inversor cambia su portafolio
por a(tl).

° De esta maneraa(t,) = 10 ya(t,) = 5, B(t,) = $100 y B(t,) = $110,
entonces AB(t;) = $10 y la ganancia total es $50 (= 5 x $10)

[63]



Una introduccién a las Matematicas Financieras Modernas para no matemdticos

* De t,_at: el cambio en el precio de la accién es B(t, ;) — B(t,)
(que es un retorno en términos absolutos).

* Por lo tanto, las ganancias hasta t,_son:

N
I =% a(t)AB()
=1

i

I es denominada la integral estocdstica discreta' y AB(t,) = B(t,,;)
- B(tk) Tomando limite de I cuando At — 0:

T
- jaa’W— lim 7
0

7!

t AN—(Q 7

I se denomina la integral estocdstica de Ito.

Algunos ejemplos de integrales de Itd son (tomado de James, 2003):

[ am=w-w,

T
2
!(dW;) T

- frn

De la segunda integral se tiene que (dW,)? = dt. De la tercera integral,

2

1
th

l\)lH

sila comparamos con una integral de Riemman, el término inesperado
es (1/2)T, esto se debe a que la variacién cuadritica de un mb no es
cero (pero si lo es para una funcién diferenciable).

Una condicién complementaria, para que una integral de It6 exista,
es impuesta a la funcién a(t):

[64]



Introduccién al Célculo Estocistico

2

E =K

T
jafdt < oo
0

Esta es conocida como la condicién de integrabilidad cuadrada (Square

T
.[a[ dB,

0

Integrability Condition). Las siguientes propiedades de la integral de
It son tomadas de Wiersema (2008).

Propiedades de la integral de Ité

1. Linealidad

T T
faade[ +j o, dB, =f(aat+ Bo)dB,
0 0

2. Distribucién

T
E f a,dB,|=0
0
T T
var f“; dB, =JE[af]dt
0 0
3. Propiedad martingala
T T
E fatdBt F =IatdB[ S<T
0 0
4. Producto
T T T
E fatdBtfét dB, =_[E[a,ét] dt
0 0 0
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Un mb es la pieza fundamental para construir otros procesos como:

* Proceso generalizado de Wiener: dX, = adt + bdB,
* Proceso de Ito: dX| = a(x,t)dt + b(x,t)dB,

Del proceso de It6 se pueden obtener los siguientes procesos comun-
mente usados en finanzas para dindmicas de precios de acciones (y
otros activos) o tasas de interés.

* Ornstein — Uhlenbeck: dX, = -AX dt + 0dB, A, o > 0 (constantes)
* Reversién ala media: dr, = —\(r,—r) dt + odB, A, 0,1 > 0 (constantes)
* Reversién ala media con raiz cuadrada: dr, = —=A(r,—r) dt + oV r,dB,

* Anidada: dS/S, = pdt + Vv, dBL,
dv, = -a(v, - v)dt + v, dB

El siguiente grafico muestra un ejemplo de una simulacién de un pro-
ceso Ornstein-Uhlenbeck.

Proceso Ornstein-Uhlenbeck

10 —

0.0 0.2 0.4 0.5 0.6 1.0

Time
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Lema de Ito

Ellema de It6 es muy usado en el cdlculo de precios de derivados, como
veremos en un ejemplo mas adelante.

Antes de ver el lema de It6 veamos la siguiente tabla de multi-
plicacién:

dt dB1t dB2t
dt 0 0 0
dB1t |0 pdt pdt
dB2t |0 pdt dt

Donde p es la correlacién entre los procesos.

El lema de It es:

AR 1 %,
d) dt+ 2L dX, + L ZIL (dX)?
:7 o oX, 2 aXE( /

Asumiendo que el precio de una accién sigue un proceso de It6, dX, =
a(x,t)dt + b(x,t)dB,, aplicamos el lema de Ito:

9 9, 1 9%,
d dr+ dX, + L 2t (dx)?
Yi= ot faX 28X2( )

t

f’ a’z‘+ % (adt+de % af’ (adt + bdB,)?

X7
ff d + ladu %, bdB,+ L+ ff Pdr
ox, X, 29X’
=%+g%++lézazf dr+ b ﬁdB
o 0X, 2 X, 0X,

Se ha simplificado a(x,t) por ay b(x,t) por b. La relacién anterior brinda
el inicio para valorar derivados. La ecuacién diferencial parcial de Black
Scholes utiliza el lema de It6 para tal fin, como se verd a continuacién:
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Ecuacion diferencial parcial de Black-Scholes

Suponga que el precio de una accién sigue el proceso:
ds, = uS dt + oSdW,

Donde I, es un proceso de Wiener. Este es conocido como Movimiento

Browniano Geométrico (MBG). Aplique lema de Ito:

%, 9%, f 9%,
e s, P S| osp-am,
P T 3 (08P S5t|dre 08,50

t

Ahora construya un portafolio en el cual compra A unidades de una
accién y vende 1 unidad del derivado, por lo tanto el valor del portafolio
en cualquier momento t, V, es igual a:

V,=AS,-1f,
El aumento del valor del portafolio en cualquier dt es igual a:
V= AdS,— df,

Se asume que la cantidad de acciones A se mantiene fija en cualquier
momento. Reemplazando 48,y df, por las expresiones anteriores, se tiene
que el cambio en el valor del portafolio en un instante de tiempo es:

AV, = AuS dt + oS dW) — [(j; tai 1 (o) f)]dt+oS a? aw,

a8, 2 ¢

e
as,

Reacomodando términos:

f +uS, - af (OS)2 fﬂdﬂ

av,= 35, 3

AuS,—

[68]
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Para que el cambio en el valor del portafolio sea deterministico y
no dependa de W, se escoge entonces A = df/dS, de donde:

9 P
=|- 2 S )2 dr
av, > ( ) 882

De esta manera se obtiene un portafolio libre de riesgo y, por el principio
de no arbitraje, este cambio en el valor del portafolio debe ser igual al
rendimiento de la cantidad finvertida en un bono:

F 1 %,
av,=|- 7; _T(OS’)QW{ dt = rVdt

Reemplazando V, por AS,—f,y A = df/dS, se obtiene:

9% 1 T _ ﬁ
ETERT

Reacomodando términos se obtiene la famosa ecuacién diferencial

parcial de Black-Scholes:

9

l f+Sf’
82

s
(O8) 35 * igs =7

Esta relacién permite valorar un derivado fen un tiempo t, el cual, por
lo general, se estd interesado en valorarlo en t = 0. Para solucionar este
tipo de ecuaciones se requieren condiciones de frontera, y en este caso
necesitamos de la funcién de pagos del derivado que se quiere valorar.
En ocasiones no es ficil encontrar una solucién de manera analitica,
por lo que para lograrlo se requiere de métodos numéricos. Al obser-
var la ecuacién obtenida, ésta no depende de p; en otras palabras, es
independiente del retorno de la accién.
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Ejemplo (Simulacion de precios de accion)

Asuma que la dindmica del precio de la accién sigue un MBG:
dSt = pStdt + oStdWt

donde Wt es un proceso de Wiener.

Sea ft = InSt, aplique el lema de It5.

a=pSyb=0S

%_0 a’f; :l =
ot ~ 9S, S, 08 §2

)=l+2l0232t(—si2)) dt+0St%dW;

g Sz‘ t t
T T 1 T
jd(lnSt) =\ lu- 502 +) dt +f0dW,
0 0 0

S
d(1nS) =—’(/4— 2102+ T+ 0W[~N(ﬂ— l02, 02)
S, 2

St= S() 28 {(ﬂ - %02

T+ om} ~LN(,¢_ 2l02, 02)

Con esta expresién se pueden simular caminos de precios de acciones.
Si se cambia p por la tasa libre de riesgo » se pueden realizar simula-
ciones de varios precios de accién y obtener el precio de un derivado

mediante simulacién Monte Carlo.

El siguiente grafico muestra una simulacién de 100 pasos de un MBG:
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Movimiento Browniano Geométrico
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Ejercicio 8

Utilice lema de It6 para encontrar:
T
IB, dB,
0

Ayuda: use ft =B2(t) y dXt = dB(t).

Otro modelo usado en finanzas para tasas de interés de corto plazo

es el de Vasicek que asume la siguiente dindmica:
drt = a(b - rt) dt + cdWt

Donde a es la tasa de interés a largo plazo y b la velocidad con que
el proceso revierte a la tasa de largo plazo. Como se puede ver, el
modelo de Vasicek es un caso especial de un proceso de Itd y, mas

especificamente, a un caso de reversién a la media.

Asuma que f{(r,t) = -re-a(T-t), se desea aplicar lema de It6 a f(1,t) y

las derivadas parciales son:

ft = —are-a(T-t)
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fr = —e-a(T-t)
frr=0

Entonces, aplicando lema de It6:

df = (are=aT0) + a(h — r)|—e «T0| +0)dt + o(— e T9)d W,

df = — abe®Tdt — g TI)d w,

T T
fay— — pee(T) ]0.[5 oT9)gWy,
0 0
T
—r 41y T=—p+ bl — o | THIW

El ultimo término del lado derecho de la igualdad es una integral
estocdstica que no tiene solucién analitica, entonces, squé hacer para

poder simular las trayectorias de la tasa de corto plazo?

Existen varias alternativas: una de ellas es expresar la integral estocds-
tica en términos de mb con el tiempo cambiado, utilizando la técnica
conocida como “cambio de reloj” (change the clock); otra manera es
aplicar una discretizacién de Euler al proceso original, sin embargo,
esto conllevaria a errores de discretizacién. Pero, mirando con cuidado
la expresién obtenida, se observa que el proceso de 7, se distribuye
normalmente, por lo tanto, si se logra calcular el valor esperado y la
varianza de este proceso se podrd obtener un método para simular sus
trayectorias.

* Comencemos con el valor esperado:
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Por propiedades de la integral estocistica, su valor esperado es
cero, por lo tanto:

El[r,] = r,e*T + b(1 — ¢47)
Veamos ahora la varianza:

La varianza del proceso de 7, estd dada por la varianza de la integral
estocdstica (llame este término IE), puesto que los otros términos son
deterministicos. Por lo tanto:

Var[IE] = E[IE?] - (E[IE])?

Por propiedades de la integral estocdstica, el dltimo término del lado
derecho de la igualdad anterior es cero, entonces:

T
var(r) = E [0? .[ e )W,

2 T 2 T By
= o2E J‘e_”(T‘J)dW) = o2E je‘Z“(T‘"‘)dS = (Zj_ (_ e_zﬂ)
’ a
0 0

0

Note que la dltima integral se puede resolver gracias a que (dWs)2 =
ds. Por lo tanto rT es un proceso que se distribuye normalmente con
media y varianza conocidas:

r,~ roe‘“T +b(1 - ,g; (1- e‘Z“T))

Recuerde que para estandarizar una variable aleatoria normal X~N(j1,0?)
se procede de la siguiente manera:

7 =X -wlo

De esta manera se obtiene una variable aleatoria normal estindar Z con
media cero y varianza igual a uno. Entonces si X = p + 0Z, tenemos
una manera de simular el proceso r'T de la siguiente manera:

2
ral=re®btis b1 - et + Z % (1 - e‘Z“Af)

Donde Z~N(0,1).
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A continuacién se muestra la simulacién de diez trayectorias
siguiendo la dltima ecuacién.

Trayectorias Vasicek

0.15 —

0.10 —frme po o e
e
rt "I I@Q N

i

0-05 + !'I,IIIQ : I'VI“'
‘V‘

0.00 —

I I I I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Como se puede observar en el grafico, una de las desventajas que posee
este modelo es que la tasa de interés puede ser negativa y esto no es

deseable.

Notas y comentarios

Entre otros, el MBG asume que los cambios en el logaritmo del precio
en intervalos fijos de tiempo se distribuyen normalmente, sin embargo,
existe evidencia que rechaza este supuesto, pues, por lo general, estas
distribuciones tienen colas mas pesadas. Un ejemplo que trata este pro-
blema es el texto de Epps (2007), especificamente la seccién 8.1. Una
solucién para este tipo de problemas es usar modelos estructurales y no
estructurales con el fin de estimar las Densidades Neutrales al Riesgo
(RND, por sus siglas en inglés). Los capitulos 11 y 12 de Jondeu et
al. (2007) describen estos modelos. Los autores denominan modelos
estructurales aquellos que representan completamente la dindmica del
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precio de la accién y, en algunos casos, también el de la volatilidad.
Mientras que los modelos no estructurales describen el RND sin referir
completamente la dindmica del precio. Los modelos no estructurales
se pueden clasificar en i. Paramétricos; ii. Semiparamétricos, y iii. No
paramétricos; los paramétricos incluyen por lo general una mezcla
de distribuciones, por ejemplo, lognormales, hipergeométricas y beta
generalizadas.

Una manera de mejorar el modelo de Vasicek para que la tasa de
interés no sea negativa es utilizar un modelo de reversién a la media
con raiz cuadrada. Tal modelo para tasas de interés es conocido como
el modelo CIR (por las iniciales de sus autores: Cox, Ingersoll y Ross,
1985). Sin embargo, bajo este modelo el proceso de la tasa de interés
ya no sigue una distribucién normal sino una de prueba chi-cuadrado
no centrada.

Otros textos de gran utilidad para el estudio de cdlculo estocastico
son, por ejemplo: Karatzas y Shreve (1988), Klebaner (1998), Jksendal
(2000), Protter (2003), Revuz y Yor (1999),y Williams y Rogers (2000).
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